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Рассматриваются два инварианта графов, определяемые через оптималь­
ные (по различным критериям) нумерации вершин. Это суммарная величина 
вершинного разделения и профиль графов. Доказывается, что эти два инвари­
анта равны. Приводится ряд свойств профиля графов, полученных с помощью 
равенства этих инвариантов. 
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1. Введение 
В настоящее время известна и активно изучается серия инвариантов графов, опре­
деляемых с помощью оптимальных (по различным критериям) нумераций вершин. 
Это, в частности, такие характеристики графов, как ширина ленты, ширина разре­
за, величина вершинного разделения и некоторые другие. С данными инвариантами 
тесно связан ряд инвариантов, определяемых через иные задачи оптимизации. К их 
числу относятся такие характеристики графов, как поисковое число, путевая ши­
рина, древесная ширина графа. Внимание ко всем этим величинам объясняется как 
теоретическим интересом, так и тем, что соответствующие им задачи оптимизации 
естественным образом возникают в приложениях. Более подробную информацию 
о данных инвариантах можно получить, например, в обзорах [1, 2, 3]. 

В работе [4] один из авторов данной статьи ввел в рассмотрение еще один инвари­
ант графов, определяемый с помощью оптимальных нумераций вершин, названный 
суммарной величиной вершинного разделения графа. Эта характеристика графа 
близка к уже довольно хорошо исследованному инварианту, величине вершинного 
разделения (см. [2, 5]), и находится к нему в том же отношении, в каком находится 
суммарная ширина ленты графа к ширине ленты, то есть отличается лишь нормой, 
по которой проводится оптимизация. В [4] был получен ряд результатов, касаю­
щихся суммарной величины вершинного разделения. В частности, был рассмо­
трен вопрос о характеризации данного инварианта с помощью графов интервалов, 
определена сложность вычисления суммарной величины вершинного разделения. 
Позднее, другим автором настоящей статьи было указано, что суммарная величи­
на вершинного разделения совпадает с уже известным инвариантом, а именно, с 
профилем графов. 

I 
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В нашей работе изложено доказательство равенства между суммарной вели­
чиной вершинного разделения и профилем графов. Кроме того, приводится ряд 
свойств профиля графов, полученных с помощью равенства этих инвариантов. 

2. Основные определения 
В этом разделе вводятся основные понятия, необходимые для изложения резуль­
татов. 

Пусть G — граф с п вершинами. Отметим сразу, что в данной работе будут 
рассматриваться только простые графы. 

Через V(G) (или просто через V, если понятно, о каком графе идет речь) мы 
будем обозначать множество вершин графа G, а через E(G) (или просто Е) — 
множество ребер. 

Если U С У, то положим 

8U = {и: и Е U и существует вершина v £ V \ £/, смежная и}. 

Нумерацией вершин графа G называется взаимно однозначное отображение 

/ : V - + { l , . . . , n } . 
Пусть / — нумерация вершин графа G. Положим 

Si{G,f) = {v:ve VJ(v) ^ г}, г = 1 , . . . ,п. 

Величиной вершинного разделения (см. [5]) графа G называется величина 

vs(G) = min max \dSi(G,f)\, 
f l^i^n—1 

где минимум берется по всевозможным нумерациям вершин графа. 
Назовем суммарной величиной вершинного разделения графа G величину 

п - 1 
yssum(G)=min'£\dSi(G,f)\. 

г = 1 

Заметим (см. [1]), что шириной ленты графа G называется величина 

b(G) = min max \f{u) - / (v) | , 
/ (u,v)eE 

а суммарной шириной ленты величина 

bsum(G) = min £ |/(«) - f(v)\. 
{utv)€E 

Таким образом, суммарная величина вершинного разделения находится в том же 
отношении к величине вершинного разделения, в каком суммарная ширина ленты 
находится к ширине ленты. 

Для того, чтобы определить профиль графа, введем следующее обозначение. 
Если гх, v — вершины графа, то будем писать и = v в том случае, если либо u — v, 
либо вершины и и v являются смежными. 
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Профилем графа G (см. [1]) называется величина 

p(G) = min J ^ ( / ( t i ) - min{/(t;): v e V,v ~ u}), 

где, как и выше, минимум берется по всевозможным нумерациям вершин графа. 

3. Суммарная величина вершинного разделения и 
профиль графов 

В этом параграфе будет показано, что для любого графа G 

vssum(G) =p{G). 

Начнем с доказательства одного вспомогательного утверждения. Пусть G — про­
извольный граф. Положим 

p*(G) = min ]T(max{/( t ; ) : v eV,v**u}- f(u)). 
* uev 

Лемма 1. Для любого графа G 

p(G)=p*(G). 

Доказательство. Докажем, что p(G) ^ p*(G). 
Пусть граф G имеет п вершин и пусть / — оптимальная (для профиля) нуме­

рация вершин графа, то есть 

p(G) = Y, (f(u) ~ min{/(v) :v€V,v*u}). 
uev 

Введем в рассмотрение нумерацию /*, определяемую равенством 

/ » = п + 1 - / ( « ) 

для каждой вершины и Е V. 

Нетрудно убедиться, что для всякой вершины и £ V выполняется равенство 

max{/*(v): v = u} = n + l — min{/(v): v £V,v = u}, 

а потому 

max{f*(v): v = u} — f*(u) = f(u) - min{/(t>): v € V,v = u}. 
Суммируя правую и левую части этого равенства по всем и € V(G), и учитывая, 
что / — оптимальная нумерация, получаем искомое неравенство p(G) ^ P*(G). 

Неравенство p(G) ^ P*(G) доказывается аналогично. 
Лемма доказана. 

Теперь докажем основное утверждение этого раздела. 
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Теорема 1. Для любого графа G 

p{G) = VSsum(G). 

Доказательство. В силу леммы 1 для доказательства теоремы достаточно пока­
зать, что 

p*(G)=vs s u m (G) . 

Пусть граф G имеет п вершин, и пусть / — произвольная нумерация вершин 
этого графа. Докажем, что 

п - 1 
£ (шах{/(«): v в V, v й и} - /(«)) = £ \dSt(G, / ) | . (1) 
ueV г=1 

Для этого заметим, что вершина и принадлежит множеству dSi(G, / ) тогда и только 
тогда, когда 

f(u) ^ г < max{/(t;): v € V, v £ г^}, 

а потому при суммировании величин |95i(G, / ) | каждая вершина и считается ровно 

max{/(i;): v € V, v = и} - / (n) 

раз. 
Поскольку нумерация / произвольна, переходя к минимуму по всевозможным 

нумерациям в равенстве (1), получаем, что 

p*(G)=vs s u m (G) . 

Теорема доказана. 

Из этого утверждения и результатов работы [4] немедленно вытекает ряд след­
ствий, полученных независимо китайскими математиками в [7]. 

Известно (см. [6]), что для любого графа величина вершинного разделения ров­
но на единицу больше так называемой интервальной ширины графа. Поэтому при 
изучении суммарной величины вершинного разделения возникает естественный во­
прос: нельзя ли охарактеризовать этот инвариант с помощью графов интервалов? 
Оказалось, что ответ на этот вопрос положителен. Для того, чтобы сформули­
ровать его (в переписанном для профиля виде), напомним, что граф называется 
графом интервалов, если его вершинам можно поставить в соответствие интервалы 
вещественной прямой таким образом, что две вершины являются смежными тогда 
и только тогда, когда соответствующие им интервалы пересекаются. 

Следствие 1. Профиль графа G совпадает с числом ребер графа интервалов, со­
держащего граф G в качестве подграфа и имеющего минимально возможное число 
ребер. 

Из этого следствия вытекает утверждение о сложности вычисления профиля. 
В списке NP-полных задач, приведенном в [8], присутствует следующая задача 
распознавания: 
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для заданного графа G = (V, Е) и неотрицательного целого числа к 
выяснить, существует ли граф интервалов G' такой, что 

V(G') = V(G), E(G)CE(G'), \E{G') \ E(G)\ ^ к. 

Эта задача является NP-полной даже для реберных графов. Нетрудно видеть, 
что эта задача полиномиально преобразуется к нашей, и из следствия 1 вытекает 
следующее утверждение. 

Следствие 2. Для заданного графа G = (V,E) и положительного целого числа к 
задача распознавания, верно ли, что p{G) ^ fc, является NP-полной для реберных 
графов. 

4. Оценки профиля графов 
В этом разделе будут даны некоторые оценки профиля графов, полученные с по­
мощью теоремы 1. 

Предложение 1. Пусть G — граф с п вершинами и т ребрами. Тогда 

т ^p(G) ^ - п ( п - 1 ) , 

причем p{G) = т тогда и только тогда, когда G — граф интервалов, и p(G) — 
п(п — 1)/2 в том и только том случае, когда G — полный граф. 

Эта оценка сразу вытекает из следствия 1. 
Оценим теперь профиль графа с помощью величины вершинного разделения. 

Предложение 2. Пусть G — граф с п вершинами. Тогда 

\ vs(G)(vs(G) + 1) < p(G) ^ I (2n + 1 - vs(G)) vs(G). 

Если, кроме того, известно, что граф G связен, то 

i vs(G)(vs(G) - 1) + n - 1 < p(G) ^ \{2n + 1 - vs(G)) vs(G). 

Доказательство. Положим fc = vs(G). Пусть также / — нумерация вершин графа 
G такая, что 

п-1 
p(G) = vssum(G) = £ | d S i ( G , / ) | . 

1 = 1 

Нетрудно видеть, что найдутся такие 

П,г 2 , . . . , i* € { 1 , . . . , п - 1}, 2i < г 2 < . . . < г*, 

для которых \dSi5(G,f)\ = j при j = 1 , . . . ,fc. Если же j ф ii,t2>--- ,г*, то 0 ^ 
\dSj(G,f)\ ^ fc. Отсюда следует, что 

п-1 
l + 2 + . . . + fc<52 \dSi{G, / ) | ^ l + 2 + . . . + fc + (п - fc)fc. 

г = 1 
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Осталось заметить, что 

l + 2 + . . . + fc = *(* + l ) /2 , 
1 + 2 + . . . + к + (п - к)к = (2п + 1 - к)к/2. 

Второе неравенство доказывается аналогично. Достаточно заметить, что при 
jФ *i ? *2> • • • > Ч выполнено неравенство 

l^\dSj(GJ)\^k. 

5. Профиль соединения графов 
Для большинства известных операций над графами удается получить лишь до­
вольно грубые оценки, связывающие характеристики исходных графов и профиль 
графа, полученного в результате операции. Однако для одной операции удается 
получить точное выражение. Это операция соединения графов. Отметим, что по­
хожее выражение получается для величины вершинного разделения и поискового 
числа графов (см. [9]). 

Пусть Gi, G2 — графы, V(G\) П V(G2) = 0 . Соединением графов G\ и G2 (см. 
[10]) называется граф с множеством вершин V(G\) U V(G2) и множеством ребер 

E(Gi) U E(G2) U {(щу): и в V(G{),v E V(G2)}. 

Мы будем обозначать соединение графов G\ и G2 через G\ + G2 • 

Теорема 2. Пусть G\, G2 — графы, 

V(Gx) П V(G2) = 0 , | F ( d ) | = щ , \V{G2)\ = n2. 

Тогда 

p(Gi + G2) =min{n i (m - l ) /2 + p ( G 2 ) , n 2 ( n 2 - l ) / 2 + p ( G i ) } + n in 2 . 

Доказательство. Пусть / — оптимальная нумерация вершин графа G\ + G2, то 
есть такая нумерация, что 

П1+П2 — 1 

p ( G 1 + C 2 ) = v S s u m ( G 1 + G 2 ) = ^ | 0 $ ( G i + G 2 , / ) | . 
1 = 1 

Обозначим А: наименьшее положительное целое число, для которого либо V(G\) С 
Sk(Gi 4- G2, / ) , либо F(G2) С Sk(Gi + G2, / ) • Пусть для определенности 

V ( G i ) C S f c ( G i + G 2 , / ) . 

Ясно, что А; ^ n i . Введем в рассмотрение нумерацию # вершин графа G2 такую, что 
если u ,uG V(G2), то #(u) < g(v) тогда и только тогда, когда f(u) < f(v). Иными 
словами, при нумерации g вершины графа G2 нумеруются в той же последователь­
ности, что и при нумерации / . 
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Из определения соединения графов вытекает, что 

\dSi(Gi+G2,f)\ = i, t = l , . . . , f c - l , 

а при г — к,... , п\ + п2 - 1 

\dSi{Gl + G2, / ) | = щ + |dSi_ni(G2,</)| 

(предполагается, что So{G2lg) = 0 ) . Заметим также, что |dSi(G2,#)| ^ * Д л я л ю " 
бого г = 1 , . . . ,П2. Объединяя эти равенства и неравенства, получаем, что 

711+712 —1 Л —1 П 1 + П 2 — 1 

p(Gi+G2)= J ; |aSi(G1+G2)/)| = £ t + Е ("i + l^i-ni(G2,p)|) 
г=1 г=1 i=fc 

щ /г—ni—1 щ + п г —1 

= 53i+ Ё i+ E l0si-»i(Ga.»)l+ni(na-l) 
г = 1 г = 1 г—к 

Л к—п\ — \ П2 —1 

= -m(m-i)+ Y, i+ Y1 19&(с2,0)|+пт2 
г=1 i=fc —ni 

1 П 2 - 1 1 
^ 2 n i ( n i ~ 1 ) + 5 Z \dSi{G2lg)\ + nin2 ^ r n i ( n i - l )-hp(G2) + n1n2 . 

Таким образом, 

p{Gi + G2) ^min{ru(ni - l ) /2 + p(G2),n2(n2 - l ) /2 + p(Gi)} + nin2 . 

Докажем теперь, что выполнено обратное неравенство. Пусть / — произвольная 
нумерация вершин графа Gi, a g — оптимальная нумерация вершин графа G2, то 
есть 

712 — 1 

P(G 2 )= Y,\dSi(G2,g)\. 
г = 1 

Введем в рассмотрение нумерацию h вершин графа G\ + G2, построенную следую­
щим образом: 

если v e V(G\), 
[пг +g{v), 

h(t , . 
- ' ~'-л если v G 1^(G2). 

Нетрудно видеть, что при г = 1,... , п\ 

\dSi(G1+G2,h)\ = i, 
а при г = щ + 1,... , ni + п2 - 1 

l a S i C G i + G a . M N m + ieSi-nx^. f f ) ! . 
Получаем, что 

П1+Т12 —1 Til П1+П2 —1 

p ( G i + G 2 ) ^ ] Г | a5 i (G i+G 2 ) / i ) | = ^ i + £ (п1 + | а^_ П 1 (С 2 ) 3 ) | ) 
t= l г=1 i = n i + l 

-. П2-1 

= - ^ l ( ^ l - H l ) + n i ( n 2 - 1)4" 5 1 195*(С2,<?)| 
г = 1 

= 2 П 1 ( П 1 " 1 ) + P ( G 2 ) + nin 2 . 

! 
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Аналогично доказывается, что 

p{Gi +G2) ^n2(n2 - l)/2+p(G1)+n1n2. 

Отсюда следует неравенство 

p(Gi + G2) ^min{ni (n i - 1)/2 + p(G2),n2(n2 - 1)/2 + p ( d ) } + п щ 2 . 

Теорема доказана. 

Рассмотрим в качестве примера полный двудольный граф КтчП. Ясно, что 
Кт^п = Ет + £*п, где через Ek обозначается пустой граф (то есть граф без ре­
бер), имеющий к вершин. Очевидно, что p(Ek) = 0 для любого к. Предполагая, что 
га ^ п, получаем р(Кт,п) = т(т — 1)/2 + ran. 
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